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Les documents, calculatrices et téléphones portables sont formellement interdits.

Exercice 1. Soit f une fonction holomorphe dans un ouvert U de C et 2y € U tel que f'(z) # 0.
a) Montrer qu'il existe R > 0 tel que f(z) # f(z0) pour tout z € D(29, R) = {2 € C; |z— 2| <
R} \ {20}

b) Pour r €]0, R[, on pose v : [0,27] — C, 'y( ) = 20 + re'. Montrer que

2m/f :fa>

Exercice 2. On désigne par log la détermination principale du logarithme log : C\ R_. — C,
logz = In|z| +iargz ot z € C\ R_ et argz €] — m,7[. On introduit la fonction f : Q@ — C,
7(2) = log 2 o @ = €\ (] - 00, ~1] U [1, o0]).

a) Montrer que si z € € alors log ;7= HZ est bien défini et que la fonction f est holomorphe sur €.

b) Donner le développement en série entiére autour de 0 de la fonction f en précisant aussi le
rayon de convergence de la série obtenue.

Exercice 3. Soit f(z) = 7z
a) Montrer que f n’a pas de primitive dans {z € C ; |z| > 1}.
b) Montrer que f posséde des primitives dans D(0,1) = {z € C; |z| < 1}.
¢) Expliciter une primitive de f dans D(0, 1).

Exercice 4. Pour ¢ €]0, 1] on considére les chemins suivants :
oit
— a.(t) = — pour t € [0, |,
€

— B.(t) =t pour t € [—%, —el,
— pie(t) = €€ pour t € [, 27],
— 6.(t) =t pour t € [¢,1].
On introduit le chemin fermé ~. = a. V 3. V pe V d..
a) Dessiner le chemin ~..
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b) Donner les poles et les résidus de la fonction — et en déduire la valeur de l'intégrale
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¢) Montrer qu'il existe une fonction f holomorphe sur C telle que
eiz 1 ,
FR
iz
et en déduire que lirré —dz =m.
z
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d) Montrer que 11m/ — dz = 0. (On pourra utiliser 'inégalité sin § > 2¢ pour tout 6 € [0, 7].)

1/e o:
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e) Montrer que la limite lim — dt existe et la calculer.

E—



