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On attachera la plus grande importance a la rédaction et auz justifications apportées.

Exercice 1

On rappelle qu'un systéme d’indépendance est un couple S = (E,F) ou E est un ensemble et
F est une famille héréditaire non vide de parties de F c’est-a-dire telle que :

VICE VFeF ICF=1¢e¢F

Soient S = (E,F) un systeme d’indépendance et A une partie de E. Une partie I C A est dite
indépendante maximale dans Asi I € F et si IU{a} £ F pour tout a € A\ I.
1) On suppose dans cette question que S est un matroide.

a) On note F4 = {FNA|F € F}. Montrer que Sq = (A4, F4) est un matroide.

b) En déduire que si I C A et J C A sont deux parties indépendantes maximales dans A
alors |I| = |J|.
2) Réciproquement, on suppose que S est un systeme d’indépendance tel que pour toute partie
Ade E,sil C Aet J C A sont indépendantes maximales dans A alors |I| = |.J|. On se propose
de démontrer que S est un matroide. Soit w : £ — IRT une pondération des éléments de E.
On rappelle qu’une solution optimale pour la pondération w est un indépendant I € F tel que
> w(x) est maximum.

xel
a) Soit {ey,...,ex} une solution fournie par I'algorithme glouton appliqué a S avec w(ey) >
... > w(ey) et soit {e],..., e} une solution optimale avec w(e}) > ... > w(e)).
i) Montrer que {ey,...,ex} est un indépendant maximal et que k > [.
ii) Montrer que dans le cas ou k > [ on peut compléter {e],...,e;} en une solution
optimale {e},..., e}, e 1,...,€.} avec w(ey) > ... > w(ey).
Dans la suite on considére une solution optimale {€],... e} a k éléments avec w(e}) >
> w(e) .

b) Montrer que w(ey) > w(e}).



¢) On veut montrer que pour tout entier ¢ vérifiant 1 <4 < k on a w(e;) > w(e}). Pour cela
on raisonne par ’absurde en supposant l'existence d’un entier ¢ > 1 vérifiant w(e;) < w(e})
et tel que pour tout j vérifiant 1 <j <i—1on a w(e;) > w(e}).
On pose A ={e € E | w(e) > w(e})}. Montrer que {e1,...,e;_1} est indépendant maximal
dans A et en déduire une contradiction.

d) Enoncer un résultat du cours caractérisant les matroides et portant sur ’algorithme glou-
ton.

e) Déduire de ce qui précede que S est un matroide.

Exercice 11

Une arborescence A est un arbre orienté qui posseéde un sommet (unique) r, appelé racine tel
que pour tout sommet z, il existe un (unique) chemin r = tg,...,tx = x ou t;t;+1 est une
aréte orientée, pour tout ¢ = 0...%k — 1. Un parcours en profondeur de A est une énumération
r1,...,T, des sommets de A telle que

— si x;z; est une aréte orientée, alors i < j.

— ¢'il existe un chemin dans A de z; a x; mais pas de x; a xy, et si i < k alors j < k.

1) Enumérer les parcours en profondeur de I’arborescence ayant pour sommets {0, 1,2, 3,4,5,6}
et arétes orientées {01, 02,23,24,35,36}.

2) On se propose de calculer le nombre de parcours en profondeur de A.
Soit « € A on note :

— F(z) 'ensemble des fils de x (i.e. 'ensemble des sommets y € A tels que zy est une aréte
orientée de A).

— f(z) := |F(x)|, le nombre de fils de z.

— A(z) la sous-arborescence de A de racine z (i.e. la restriction de A & ’ensemble des
sommets y pour lesquels il existe un chemin de x a y).

— nprof(x) le nombre de parcours en profondeur de A(x).

Montrer que
1 si f(r)=0
nprof(r) =19 f(r)! I nprof(z) sinon

TEF(r)

3) Par convention 0! = 1. Déduire que

nprof(r) = [T f(x)!

zeA



4) Un parcours en largeur de A est une énumération z1,...,z, des sommets de A telle que
— si x;; est une aréte orientée, alors i < j.
— si¢ < g, sixy est un fils de z; et si 27 est un fils de z;, alors £ < [.

Enumérer les parcours en largeur de I’exemple énoncé en 1).
5) Comparer le nombre de parcours en largeur et le nombre de parcours en profondeur d’une
arborescence A. Justifier.

Exercice II1

1) Soit G un graphe non orienté connexe.
a) Rappeler la définition d’un sommet séparateur de G.

b) Soit A un arbre en profondeur de G de racine r. Soit {z,y} une aréte de G. Que vérifient
les sommets x et y dans 'arbre A ?

¢) Soit z un sommet de G. Rappeler une condition nécessaire et suffisante portant sur 'arbre
A, z et les arétes de GG pour que x soit un sommet séparateur de G. Justifier.

2) Dans cette partie, on s’intéresse au diametre des graphes orientés.

— la distance d(u,v) entre deux sommets u et v est la longueur d’un plus court chemin orienté
de u & v; s’il n’existe pas de tel chemin, on pose d(u,v) = occ.

— le diameétre d'un graphe G, noté diam (G), est la plus grande des valeurs d(u, v) pour u et
v sommets du graphe :

diam (G) := max {d(u,v) : (u,v) € V x V}.

Soit G un graphe connexe non orienté sans sommet séparateur. Soit P un chemin xg,..., Tk
dans G de longueur maximum (les sommets x; sont deux a deux distincts et z;z;11 est une aréte
pour tout i = 0,...,k —1). On consideére un arbre de parcours en profondeur A de G, de racine
xo, tel que P est un chemin de A. On oriente toute aréte {x,y} de G de x vers y lorsque :

— gy est un fils de x dans 'arbre de parcours A

— z est un descendant de y dans A et aréte {z,y} £ E(A)
On obtient ainsi un graphe orienté D.

a) Montrer que ce graphe orienté D vérifie diam(D) < oo.

b) Montrer plus fortement que son diametre est égal a la longueur de P.



