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Exercice 1.

a) Soit (an) une suite monotone et convergente. Expliciter

inf{an ; n ∈ N} et sup{an ; n ∈ N}
en fonction des éléments de la suite et de sa limite.

b) Soit (xn) une suite bornée. On considère les sous-suites yn = x2n, zn = x2n+1 et on
pose

M = sup{xn ; n ∈ N}, M1 = sup{yn ; n ∈ N}, M2 = sup{zn ; n ∈ N}.
Montrer que M = max(M1, M2). Quelle égalité obtient-on si l'on remplace partout
sup par inf ?

c) Déterminer la borne supérieure et la borne inférieure, si elles existent, de l'ensemble

A =
{ n + (−1)n

n + 1− (−1)n

2

, n ∈ N
}

.

Exercice 2. On considère les suites (un) et (vn) dé�nies par

0 < u0 < v0 et un+1 =
u2

n

un + vn

, vn+1 =
v2

n

un + vn

pour tout n ∈ N.

a) Montrer que les suites (un) et (vn) sont bien dé�nies et strictement positives.

b) Montrer que les suites (un) et (vn) sont décroissantes.

c) Que peut-on dire de la suite (vn − un) ?

d) Montrer que les suites (un) et (vn) sont convergentes et calculer leurs limites.

Exercice 3.

a) Montrer par récurrence sur n ∈ N∗ que
n∑

k=1

k2 =
n(n + 1)(2n + 1)

6
.

b) Montrer que pour tout x ≥ 0,

x− x2

2
≤ ln(1 + x) ≤ x.

c) On pose pour n ∈ N∗,

an =
(
1 +

1

n2

)(
1 +

2

n2

)
. . .

(
1 +

n

n2

)
.

Montrer que pour tout n ∈ N∗,

1

2
≤ ln(an) ≤ n + 1

2n
.

d) En déduire que la suite (an) est convergente et déterminer sa limite.


