Partiel de Topologie

Question de cours. Enoncer et montrer le résultat qui affirme qu’une limite uniforme de fonctions continues
est une fonction continue.

Exercice 1. Décider si les parties suivantes de R ou R? sont fermées : [0, 1], Z, Q2, [0,1] x [1,2]. On justifiera
les réponses.

Exercice 2. On rappelle que ¢ = {(z,) C R;(z,) bornée} et que la norme usuelle sur £ est ||(z,)]|cc =
SUp 2.
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a) Montrer que si (z,) converge dans R, alors (z,,) € £>°. En déduire que ¢ = {(x,) C R; (x,,) converge} est un
sous-espace vectoriel de £°°.

b) Montrer que si (z,) converge dans R, alors lim z, < sup z,.
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¢) Moutrer que T': ¢ — R, T(z,,) = lim x,,, est une forme linéaire et continue; ici, ¢ est muni de || ||, R est
n—oo
muni de la norme usuelle. Calculer ||T||.

Probléme. Soit (X, d) un espace métrique complet.

A. On considére une suite (B(z,,7,)) de boules fermées de X telle que 7, — 0+, B(Zni1,7ns1) C B(Tn, ),
n € N.

a) Montrer que la suite (x,,) est de Cauchy.

b) Soit = lim z,. Montrer que € B(x,,r,), n € N.
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B. Soit F' un fermé de X.
Si x € X \ F, montrer qu’il existe un r > 0 tel que B(z,r) N F = (.
SI.TEX\FetE>O montrer qu’il existe un 7 > 0 tel que 7 < € et B(z,r) N F = .
On se donne z € X, e > 0 et r > 0 tels que B(z,r) ¢ F. Montrer qu'il existe y € X et p > 0 tels que : p < ¢,
(y,p)NEF =10 et B(y,p)CB(m,r).

a) Construire par récurrence une suite (z,) C X et une suite (r,) de nombres strictement positifs telles que :
(Tni1,"nt1) C B(@n,mn), Tn < 1/2", B(xp,7,) N F, =0, n € N. (Indication : montrer d’abord que Fy # X.)
b) Si x = lim z,,, montrer que = ¢ U F,.
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C. On considére une suite (F;,) de fermés de X telle que ]S"n: f,neN.
a)
B
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¢) En déduire le résultat suivant : si X = U F,, avec F,, fermé, n € N, alors il existe un ng tel que F,# 0.
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D. Soit f : [0,00[— R continue telle que hm f(nx) =0, 2 > 0. On se propose de montrer que lim f(x) =0,
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ce qui revient & : pour tout € > 0, il ex1ste un M > 0 tel que |f(z)| <esixz > M. On fixe un € > 0.
a) Soit F, = {z > 0; |f(ma)| < e sim >n}. Montrer que F), est un fermé de [0, cof.

b) Montrer que, pour tout & > 0, il existe un ng tel que x € F,,,. En déduire que [0, co[= U F,.
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¢) Montrer qu’il existe a,b > 0 et ng € N tels que a < b et ]a,b[C F,.
d) Montrer que x € F,, = lz € F,,, | = 1,2, ... En déduire que |la,lb[C F,,,, | =1,2,...
e) Soit m = E(b — >—|—1 (doncm € N* et m > bf) Montrer que, sil > m, alors Jla, [b[N](I41)a, (I4+1)b[£ 0,

puis que U Jla, Ib[=]ma, ool.
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f) Conclure.



