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Les documents, calculatrices et téléphones portables sont formellement interdits.

Exercice 1. On considère la courbe plane paramétrée par

x(t) = t2 +
2

t
et y(t) =

(t + 1)2

4
+

1

t
,

où t ∈ R∗.
1) Montrer que cette courbe admet un point singulier et le déterminer.

2) Quelle est la pente de la tangente en ce point singulier ?

3) Préciser la nature de ce point singulier.

Exercice 2.

1) Soit α ∈ R. Montrer que l'intégrale généralisée suivante∫ +∞

0

e−αt

1 + t
dt

diverge si α ≤ 0 et converge si α > 0.

Dans ce qui suit on suppose α > 0 et on pose F (α) =

∫ +∞

0

e−αt

1 + t
dt.

2) Montrer que F (α) ≤ 1
α
.

3) Montrer que F (α) a une limite quand α→ +∞ et la déterminer.

Exercice 3. Pour n ∈ N, on pose

un =

∫ 1

0

xn

√
1 + x2

dx.

1) Calculer u0, u1 et u2. (On pourra faire le changement de variables x = sh y = ey−e−y

2
.)

2) Sans calculer explicitement un, montrer que la suite (un) est décroissante et conver-
gente.

3) A l'aide d'un encadrement de
√

1 + x2 sur [0, 1], montrer que pour tout n

1

(n + 1)
√

2
≤ un ≤

1

n + 1
.

En déduire la limite de un.

4) Pour n ≥ 3, on pose

In =

∫ 1

0

xn−2
√

1 + x2 dx.

a) Véri�er que pour tout n ≥ 2, un + un−2 = In.

b) Montrer que nun + (n − 1)un−2 =
√

2. (On pourra faire une intégration par
parties en utilisant la dérivée de

√
1 + x2.)

c) En déduire que (2n− 1)un ≤
√

2.

d) En utilisant ce qui précède, montrer que la suite (nun) est convergente et déter-
miner sa limite.


